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Kapitel 2: Darstellung Boolescher Funktionen

% Chair of
zuletzt geandert 26.10.2026 08:48 . Cyber-Physical

Systems




Abschnitt 2.1

Boolesche Algebra

« Gesetze einer Booleschen Algebra
« Anwendung einer Booleschen Algebra
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« Beispiel:

« Aufgabe des Systems:

Motivation

« 2 Zustande reichen aus, um Informationen zu speichern

System

o ,Da nur eine Leitung genutzt wird, darf nur eines der beiden Telefone zu einem Zeitpunkt verwendet werden.’

« Formal ausgedruckt:
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Boolesche Algebra

Boolesche Algebra als formale Grundlage in der Schaltungstechnik und der Computerhardware
In der Booleschen Algebra gibt es genau 2 Werte: O (false) und 1 (true)

Unare Verknupfung: —
Binare Verknupfungen: v, A

i) Y xrVy T Y TNy
O 0 O 0 O O

15 — 0 1 1 0 1 O

0 1 1 0 1 1 O O

1 0 1 1 1 1 1 1
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Beispiel: XOR, XNOR und NAND

Weitere Verknupfungen, zusammengesetzt aus —, V, A:
« XOR:z D y= (x A —y)V (—x Ay)

) Y Dy T DY zTy
« XNOR: 2@ y= (z Ay)V (—z A ) 0 0 0 1 1
« NAND:zty=azAy=—-2V -y 0 1 1 0 1

1 O 1 0, 1

1 1 0, il 0,
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. (a) Kommutativgesetze:

Gesetze In der Booleschen Algebra

TAY=yAzx rVy=yVvVe

. (b) Assoziativgesetze:
(xAyY)Az=x A (YA 2)

+ (c) Distributivgesetze:
aAlgV 2)= (@A) Vz Az

« (d) Absorption:

(xVy)Vz=2xV (yV 2)

rV(yANz)=(xVy AV 2)

zAlzVy =g oV i(zAg) =2
. (e) Idempotenz:

TNE=0 LY =3
« (f) Nullelement / Einselement:

g A1) =1 tV]1l=1
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. (g) Eindeutiges Komplement:

Gesetze In der Booleschen Algebra

(xVy=1lundzAy=0)< (x = —y)

o (h) Involution:

:( |:L') —
. (i) Konstanten:
—{} =1 =] =1}

¢ (j) De Morgansche Regeln:
—~(xVy) =AYy

—(x Ay) =2V Yy
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Abschnitt 2.2

Boolesche Funktionen

 Schaltfunktionen

 1-stellige Boolesche Funktionen

« 2-stellige Boolesche Funktionen

« Darstellung Boolescher Funktionen
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Schaltfunktionen

sl

0,

-

« Definition: Seienn,m € N, n, m > 1. Dann hellst eine Funktion F': B™ — B™ Schaltfunktion.

« Beispiele:
o Addition von zwel 16-stelligen Dualzahlen
o Multiplikation von zwei 16-stelligen Dualzahlen

o Sortieren von 30 16-stelligen Dualzahlen
o Primzahltest einer 16-stelligen Dualzahl
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Boolesche Funktionen

Eine Schaltfunktion f: B" — B! heil3t (n-stellige) Boolesche Funktion.
Zusammenhang zu Schaltfunktionen:

Sei FF': B" - B™"mit F(x,,—1,...,21,%20) = (Ym—1,--- Y1, Y0)-
Setzt man fir jedesi € {m —1,...,0}

fi : B® - B definiertdurch  f;(xy_1,...,%1,ZT0) = ¥i,

so Ist F' wie folgt darstellbar:

F(a':n_l, .}.’L‘()) — (fm_l(.’lin_l, ,:(:0), fm_g(xn_l, ,.’130), SR f()(.’l?n_l, ,LL‘()))

furalle z,,_1, ..., zo € B.

% Chair of
zuletzt geandert 26.10.2026 08:48 . Cyber-Physical

Systems

L] o 1
L o
' I | T
AW R ) |
el . X
Rm Ny = f
- bl i = Tr A L]
| =k ¥ o | o = | - w
% | L | =Y R L
1 i ol T
Ly | k - o)
k |
RV B W B | . 1L Fo |



Beispiel fur Zusammenhang Schaltfunktion - Boolesche Funktion
. Schaltfunktion F: B? — B?: Addition zweier 1-Bit-Zahlen

(Halbaddierer) L M v

e F(z1,70) = (y1,y0) mit Ubertrag y; und Summenbit y 0 o 0 O
. Zerlegung in zwei Boolesche Funktionen f1, fo : B> — B: O 1 o0 1
o fi(z1,z0) = z120 (AND) 1 0 0 1

o fo(z1,20) = z1 @ zo (XOR) Y 1 y "

« Damit: F(z1,xq) = (f1(931,33‘0)j fo(i?laﬂ?o))
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« Alle Funktionen f: B — B:

1-stellige Boolesche Funktion

r  folz)  fi(z)  falz)  f3(x)
0 0 0 1 1

1 O 1 O 1
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2-stellige Boolesche Funktion

. Alle Funktionen f: B* — B (Teil 1):

L Y fo f1 /2 /3 f1 /5 fe6 I
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 |
1 0 0 0 1 1 0 0 1 il
1 1 0 1 0 1 0 1 0 i
(1) AT T Ay Ay & TAY 7, T DYy s VT
(2) =0 Min > T < Y =+ Max
(3) A I T o Y A V
(4) AND XOR OR

» Legende: (1) Boolescher Ausdruck, (2) arithmetische Deutung, (3) logischer Operator, (4) Gatter

 Sind das alle 2-stelligen Booleschen Funktionen?
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2-stellige Boolesche Funktion
. Alle Funktionen f: B* — B (Teil 2):

T Y /s fo J10 f11 f12 /13 f14 f15
O O 1 1 1 il 1 1 1] 1
O 1 O O 0 O 1 1 1 1

1 O 0 O 1 i O O i 1

1 1 O 1 O i O 1 O 1
(1) TV Yy Dy Y xVy x xVy x Ay VT
(2) 1-Max _ 1-y > 1-x < 1-Min =1
(3) l <y —y < — — 1

(4) NOR XNOR NAND

» Legende: (1) Boolescher Ausdruck, (2) arithmetische Deutung, (3) logischer Operator, (4) Gatter
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.

X
o

3
ek

Beispiel fur eine 3-stellige Funktion
. Einschlagige Indizes: die Zeilen mit f = 1, hieri € {3,5,7}

f(932, L1, -’BO)

X
o

N O o DO N O, O
= = = = O O O O
_ =, O O = = O O

« Wie viele 3-stellige Boolesche Funktionen gibt es?

« Mussen wir die alle in Funktionstabellen definieren, bevor wir
sie benutzen konnen?

0

-, O »r O - O = O
-, O » O +» O O
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Darstellung Boolescher Funktionen

Folgende Darstellungen werden vorgestellt:
 Disjunktive und Konjunktive Normalform (DNF, KNF)
 Directed Acyclic Graph (DAG)

« Ordered Binary Decision Diagram (OBDD)
« Karnaugh-Diagramme
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Abschnitt 2.3

Disjunktive und Konjunktive Normalform

« Minterme
« Darstellungssatz fuir Boolesche Funktionen
« Folgerung aus dem Darstellungssatz

« Maxterme
« Grundbausteine zur Realisierung Boolescher Funktionen
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Minterme

Gegeben: B? in dieser Darstellung.

Minterm: eine Anzahl von Literalen (booleschen Variablen wie z.B. z»), die
alle durch ein UND (A) verknUpft sind.

Beispiele fur Minterme:

m3($2: L1, 330) = 5(;_2371330

m4(Z2,T1,To) = T2T1 To
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Darstellungssatz fur Boolesche Funktionen

Jede Boolesche Funktion f: B™ — B st eindeutig darstellbar als Summe der Minterme ihrer einschlagigen Indizes.
D.h.:Ist I C {0, ...,2" — 1} die Menge der einschlagigen Indizes von f, so gilt

| = \/ m;
el
und keine andere Minterm-Summe stellt f dar.
Die Summe der Minterme der einschlagigen Indizes wird als Disjunktive Normalform (DNF) bezeichnet.

ﬂ.% Chair of Rm
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Quiz: Minterme

Gegeben seien die beiden Minterme mg3 = x2z12¢ Und my = zox] x). ISt f(xz9, x1,20) = M3V my = T2x120 V 221 Tg

wieder ein Minterm?
C: 0Ja, nach geschickter Vereinfachung

T . . " Y YT .. O B -3.‘::. T §
O_\_ Rm r:“:. { o :""‘:":.': J* ; "";5.'1 !
O———— Chair of 3. r}
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DNF Beispiel
Sei f: B?> — B gegeben durch die Tabelle.

)
&
Do
3,
=
&

f(xZ:f L1, LEU)

DNF:

f(il?z, 4 AW .’IJ(]) = m3 V ms V mr~
= Tox 11Xy V Tax1Zg V T2X1X

N OO o WO N -, O
= = = =2, O O O O
 ~~ O O r - O o
_ O ~r O - O == Oo0
_, O - O - O O

- - WL i B
L} ) L}
v I -I- | |I\;. ' Ip - . II.-:F
; B Y R iy i ]
AR N | 1
- [T L || . N =
ﬂlr ﬂ = S . N T
! 27 PR T i 1 . _ . -
s i ..II TR g I_ = I "'\-C.:I Ia-_l_ < I . I;., :.-.:.II
| | (1] : i =N
.I 1 ) :.I .| i L T 7 . .\-I ..
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Folgerung aus dem Darstellungssatz

« Alle n-stelligen Booleschen Funktionen lassen sich mit den 2-stelligen Funktionen UND und ODER und der 1-stelligen
Funktion NICHT darstellen.

« Man sagt:
Das System { A, V, —} ist funktional vollstandig.

@0.% Chair of R“TH

zuletzt geandert 26.10.2026 08:48 O_\—c Cyber-Physical

Systems




Maxterme

Gegeben: B? in dieser Darstellung.

Maxterm: eine Anzahl von Literalen (booleschen Variablen wie z.B. z5), die
alle durch ein ODER (V) verknupft sind.

Beispiele fur Maxterme:

Mg(iEngL‘l,ZL'o) — L9 V 117_1 V 33_0
M4(LB2.,..’131,33[]) — 33_2 V L1 V X
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Konjunktive Normalform (KNF)

« Analog zu DNF: jede Boolesche Funktion ist eindeutig darstellbar als das Produkt der Maxterme threr NICHT-
einschlagigen Indizes.

« Es gilt:
o Sel m; i-ter Minterm von f
o Dann heil3t M; = m; i-ter Maxterm von f

JD.% Chair of Rm .' .
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KNF Beispiel
Sei f: B3 — B gegeben durch die Tabelle.

i Tz T1 Zo [f(T2,T1,%Z0)
KNF: 0 o .
flze, 1, 20) = Mo A My A My A My A Mg 1 0 0 1 0
2 0 1 0 0
3 0 1 1 1
4 1 0 0 0
5 1 0 1 1
6 1 1 0 0
VA | 1 1 1

f(xo,x1,20) = (2 Va1 Vo) A(xaVaVey) A(xeV LV T))
/\(33_2\/$1V330)/\(33_2V33_1\/330)
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Abschnitt 2.4

Funktionale Vollstandigkeit

« Funktionale Vollstandigkeit von NAND
. Funktionale Nicht-Vollstandigkeit von {—, 1}
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Funktionale Vollstandigkeit von NAND

 Bekannt: {A, v, —} ist funktional vollstandig

L Y f14
« Frage: Ist {1} funktional vollstandig? - .
« Vorgehen: Stelle ein bekanntes fkt. vollst. System mit {1} dar.
0O 1 1
1. Nicht {—}:
B _{ _} —— i O 1
F=gVi=aVi=ghad=eTEo
i 1 0O

fi14a = 7T vy (NAND, 1-Min)
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Funktionale Vollstandigkeit von NAND

2. Oder {\/}Z f14

zNy=x2Vy=cTAYy
=zTy=(T2)T(y Ty
3.Und {A}:

L =, O Ol =8
= O »r O |«

1
1
1
zAY=TAY=ZTTY 0

=(zTy) 1T (zTy) |
f14 = = 1 v (NAND, 1-Min)

— Funktional vollstandig
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Funktionale Nicht-Vollstandigkeit von {—, 1}

Bekannt: {A, Vv, —} ist funktional vollstandig

X

Frage: Ist {—, 1} nicht funktional vollstandig? 5 z fiB

Vorgehen: Versuche ein bekanntes fkt. vollst. System mit {—, 1} darzustellen.

Zeige, dass sich eine der Funktionen mit keiner Kombination darstellen lasst. v g .
i O 0
l 1 1

@0.% Chair of R“TH
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Funktionale Nicht-Volistandigkeit von {—, 1}

« Nicht{-}:2z= 7

« Moégliche Kombinationen von  mit {—, 1}:

» Es lassen sich keine neuen Funktionen und insbesondere kein Nicht {—}

darstellen.

= Nicht funktional vollstandig

1—-1=1
l—>xz==2x
r—1=1
2 —>5=1
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Abschnitt 2.5

Schaltnetze

« DAG-Darstellung
« Anwendung: Schaltungsabhangige Fehlerdiagnose

g RWTHAACHEN
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Grundbausteine zur Realisierung Boolescher Funktionen

Funktion Unser Symbol IEEE-Symbol
Negation . . N
—_————P 1 1
(Komplement-Gatter)
Addition s T
V V
(Oder-Gatter) Y :D_> Yy :[>—> A
Multiplikation X X
/\ /\
(Und-Gatter) Y :ID_> LYy :|:>—> N Y

ﬂ.% Chair of R“TH
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Grundbausteine zur Realisierung Boolescher Funktionen

Funktion Unser Symbol IEEE-Symbol

NOR-Gatter TV y y

v g ) e
NAND-G N A
-Gatter Yy T /N\Y y
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Beispiel
Sei f: B?> — B gegeben durch die Tabelle.

)
&
Do
3,
=
&

f(ng. L1, 530)

DNF:

f(:l?z, 4 AW .’IJ(]) = m3 V ms V mr~
= Tox1Tg V ToXT1Ty V T2T1X

N O o AN, O
= = = = O O O O
=~ O O +» » O O
B O PR O =2 O =B O
_ O = O = O O

i I..E._:.I:I | |:|~ :',::‘:- =-,".| 3 1 .-:L 4] .I mi
L _: Ir .l.,_ :.I. .-I: Fi d L .I._-: :_.. . I~-:|_1
ENE NN o0 BE A%
O—\ Chair of m om\Y/N R
T sy = . =
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Beispiel

f(ana L1, .’170)
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Alternative Schaltung:

f(an L1, ZC())
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DAG-Darstellung

DAG = Directed Acyclic Graph (gerichteter azyklischer Graph)

L9 X1
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Beispiel fur zyklischen Graph: Flimmerschaltung

e \

% Chair of
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Beispiel fur zyklischen Graph: Flimmerschaltung

% Chair of
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Beispiel fur zyklischen Graph: Flimmerschaltung

% Chair of
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Anwendung: Schaltungsabhangige Fehlerdiagnhose

Beispiel:
f(xo,x1,20) = Tax1Zo V T2XT1Xo V T2X1Xg

Annahmen:
 Es tritt im gegebenen Schaltnhetz hochstens ein Fehler auf

« Der Defekt, welcher den Fehler verursacht, ist ein gerissener Verbindungsdraht

Hier: 0-Verklemmung bzw. Stuck-at-Zero-Fault

% Chair of
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DAG mit Drahthummern
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Darstellung von f

f,;: die von der Schaltung berechnete Funktion, wenn Draht ¢ gerissen ist (Wert 0).

fl =6/\371$0V$2£C_1:E0\/:Ega:1w0 = 1o V¥ Tk fl() — L1

fQ = 0 A T1g V .’13'223‘_1330 V ok 1Xo = ToZTp f11 — 33—2.’151$0 V :IJQ.’II_L’I}O

f3 — 33—2$1.’L’0 V TalrEe = &1 f12 =0 A Ty V 372217_1270 V i Te = LIXH
fa=T2x120 V T2T 1T f13 = 1209

f5 = T2x120 V T2T1T0 = T2Ty f1a = T2x120 V T2T 1T

f6 = T2x120 V T2 f15 = T2

f7 = x170 J16 = T12¢

fs = Tax1T0 V T2T1T0 J17 = 22170

fg = xox( f18 = T2T1T0 V T2T1T0

Hinweis: xyz V zyz = x2
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Fehlermoglichkeiten (Ausfalltafel/-matrix)

ro x1 xo J1 Jfo fs Ja fs fe Sfr S8 Jo Jio Ju Ji2 fis Sua S5 fie Jir Jis
o O o o0 O O O O o o o0 o 0 0 0 O 0 0, O 0, O
o o0 1 o O O O O o o o0 o 0 O 0 O 0 0, O 0, O
o 1 o0 O O O O O o o o0 o 0 O 0 O 0 0, O 0 O
0O 1 1 1 O0 1 1 O 1 1 1 O 1 1 0 i 1 0, 1 0, il
1 o0 O O O O O O O o0 o0 ©0O 0 O 0 0 0 0, O 0 O
1 o0 1 1 1 O 1 1 1 O 1 1 O 1 1 0 1 1 O 0, 1
1 1 O O O O O O O o0 o0 O 0 O 0 O 0 0, O 0 O
1 i) 1 1 1 1 O 1 1 1 O 1 1 O 1 i} 0 1 4 1 O
O
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Reduzierte Ausfallmatrix

Es gilt: £

-
o
e
P

=
O
L,

=
=

f1=fe

fo=[f5s=fo= f12 = fi5
f3=fr= fi0= fi3 = fie
fa=fs = f11 = fia = f1s

_ =, =, =, O O O O
_ =, O O +»r »r O O
~, O »r O »r O +~» O
_, O KB, O B O O O|%=
~, O »r O ~»r O O O
= O = O O O O O
L O O O » O O O
o O O = O O O
= O O O O O O O
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Fehlermatrix

Zeilen-Nr. zo, =1 =z f f®fH L [fDfe [DFfs [Dfs [ fi7
O O 0 O O O O O O O
.| O 0 | O O O O O O
Z O 1 O 0 O O O O O
3 O 1 1 1 O [| O O 1
o [| 0 O O O O O O O
5 ;| 0 1 1 O O 1 O 1
6 ) 1 O 0 O O O O O
/ i 1 1 1 O O O 1 O
 Eine 1 in Spalte f @ f;: Mit dieser Eingabe ist der Fehler f; erkennbar (f # f;).

zuletzt geandert 26.10.2026 08:48

Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems

n ! ik a1 5 i
. L} T i L |
| . I.' £, § L} - - 2 ]
1y ': ' i - ] .l:.l.' L. - 5 5 -
I i | B I T
| - L T A= 1 gy o e 4 i &
1 m . A R Al
) | i | r e el b -
1 Ly | k R -1
} . T
I 1 1 R



Abschnitt 2.6

Alternative Darstellungen

« Kofaktoren
. Geordnete Binare Entscheidungs-Diagramme (OBDD)

« Gray-Code
« Karnaugh-Diagramme
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Kofaktoren

f($‘l/a) — f(x?’l—la oy L1y Ay Lj—1y «en s :UO)

Dabel sel a ein fester Wert:
« Positiver Kofaktor: f(z;/1) = f(x,_1,...,Tiv1, 1,21, ..., Z0)
 Negativer Kofaktor: f(z,;/0) = f(z,_1,...,2i11,0,2i_1, ..., T0)
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Baumdarstellung einer Booleschen Funktion anhand der Kofaktoren

ﬂ.% Chair of Rm
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Beispiel: Funktion als Entscheidungsbaum

T2 i T f
0 0 0 O
0 0 1 o0
0 1 0 0
o 1 1 1
1 0 o0 1
1 0 1 0
1 1 0 O e
1 1 1 1

o [o o] [o] [o

ﬂ.% Chair of R“TH
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Beispielbaum nach Zusammenlegen der Blatter

% Chair of
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Beispiel 2
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OBDD: Ordered Binary Decision Diagram
« BDD (Binary Decision Diagram):

o Jeder innere Knoten pruft genau eine Variable auf O (gestrichelte Kante) oder 1 (durchgezogene Kante)

o Auf keinem Pfad wird eine Variable doppelt gepruft
o Keine Kreise: Jeder Pfad von der Wurzel endet in einem Blatt O oder 1

« O (ordered): Es gibt eine feste Variablenordnung (z.B. z» < 21 < z¢), die auf allen Pfaden eingehalten wird
o Variablen durfen Ubersprungen werden: Nicht auf jedem Pfad muss jede Variable gepruft werden

\.x\‘ ‘_Hh‘s
T T
Gultig: Ordnung 9 < 1 < x¢; die 1- Ungililtig: Kreis o — 1 — x9 Ungultig: k§ine feste Variablenordnung
Kante von x5 iberspringt z; und z (1 vor xg links, x( vor x; rechts)

ﬁ% Chair of R“TH L - |
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Beispiel: OBDD fiir die ,Schwellenwert-Funktion” f(z4, 3, x2,x1,20) = T}

()

|
]
|
|
|
N |

S
N\

ﬂ.% Chair of R“TH ‘2
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Beispiel: OBDD fiir die ,Ungerade-Paritats-Funktion®

RWITH



OBDD zurVariabIenordnung V1 =5 < T T4 < T1 <3< I

Y

\

1 0

@0.% Chair of R“TH
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Gray-Code

. Generierungsverfahren zur robusten Ubertragung
« Eigenschaft:

Die Darstellung zweier benachbarter Zahlen unterscheidet sich nur durch 1 Bit
. Generierung (eine Moglichkeit), Beispiel fur die Zahl 3:

1. Zahl im Binarcode darstellen: 1 = (11)5

2. Links-Shift um 1 Bit: o = 1 < 1 = (110)5
3. XOR-Verknupfung: z3 = 21 @ 2 = (101)5
4. Rechts-Shift um 1 Bit: x4 = x3 > 1 = (10)5
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Dualzahl

Gray-Code

00
01
10
i |

00
01
11
10

Beispiel: 2-Bit Gray-Code

—>  Normale Reihenfolge

Gray-Code
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Beispiel: 3-Bit Gray-Code

%
o
P
ek
R
=
€3
o
e
L)
-

= = = = O O O O
_ = O O = = O O
_ O B, O KB O Kr O
= = = =, O O O O
©O O - B = = O O
o =B = QO QO = k=B OO

e cocyco. Dualzahl, C,C1Cy: zugehoriger Gray-Code
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Beispiel: 3-Bit Gray-Code

Cy = f(ca,c1,c0) = cac1 ¢y V cacicy V cacicy V cacic

C1 = g(ca,c1,c9) = cacicy V cacicy V cacy ¢y V cacicy

Co = h(ca,c1,c0) = caciep V cacicy V cacicy V cacicy

OO_—E@_ Chair of R“TH i‘ EN
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Karnaugh-Diagramme fur n = 2

zuletzt geandert 26.10.2026 08:48

@O.% Chai
Oo—— L‘yher-Physma!
(P

Systems




Karnaugh-Diagramme furn =3, 4

L1L(
zazo N\ 00 01 11 10
00
L1
HN\C 00 01 11 10 v
0 11
1 10

« Spalten und Zeilen sind im Gray-Code angeordnet: Benachbarte Felder unterscheiden sich in genau einer Variablen.

ﬁ% Chair of R“TH _m\ -
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Beispiel: Vom Wertevektor zum Karnaugh-Diagramm

0 1 2 3 4 3 6 { 8 9 10 11 12 13 14 15

f=11]0|1(l0|l0|1|0|l1]l0|l0O|1]l0]l0O|1]0]O
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Beispiel: Vom Wertevektor zum Karnaugh-Diagramm

2 3 4 3 6 { 8 9 10 11 12 13 14 15

11010(1]0]0

VT
LTI
1

8 9 1.1 10
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Zusammenfassung

« Boolesche Algebra als formale Grundlage in der Schaltungstechnik und der Computerhardware
« Mehrere Moglichkeiten Boolesche Funktionen darzustellen: KNF, DNF, DAGs, OBDDs, Karnaugh-Diagramme
. Gray-Code: Generierungsverfahren zur robusten Ubertragung

@0.% Chair of R“TH

zuletzt geandert 26.10.2026 08:48 O_\—c Cyber-Physical

Systems



