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Kapitel 3: Vereinfachung Boolescher Funktionen
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Vereinfachung Boolescher Funktionen

Resolutionsregel: abVab=a(bVb)=aAl=a
Beispiel 1:
f(z2,21,20) = Tax120 V T2Z1T0
= (2 V x2)T170
— L1140

Beispiel 2:

f(x3, X2, x1,To) = x3To2T1Xg V T3T2 1T V T3L2T1Xo V T3 T2 T1Tg V T3 T2X1Lg
— 35'333_2.’130 V L3L1L() v 13_256_13’){) V .’,13‘_3.2’(3_233'() V .56_233‘1370
= Toxq V T3ZL1ZLq
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Minimalpolynom

Polynom = DF = Sum of products (SoP)

Sei M ein Polynom fir f : B* — B!

M heil3t Minimalpolynom (fiir f), wenn es kein Polynom geringerer Lange fur f gibt.
Die Ldnge eines Polynoms ist definiert als die Anzahl der Literale, die es enthalt
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Abschnitt 3.1

OBDDs und Vereinfachung

« Grundoperationen zur Vereinfachung von OBDDs
» Relevanz der Variablenordnung

zuletzt geandert 27.10.2026 15:10

ﬂ.—\__\; Chair of
Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems

il i o v 1T 1 i i
B R ™ =
g 1 ¥ R N I
AWAY peda| Mgy 1
! f Pt )
BEE N BN N BE 0
TV e - -5 L1
F B RSl EEamE
.:: Ty - I ' B o G & ¥ vy
| .I'- ; .'.. = [ “‘:l:. |n" T I|. i :-::;_-
i l H
L y e L e TALE
y 1 LA = |
1 I
1 |
v - %



Wiederholung: Funktion als Entscheidungsbaum

T2 i T f
0 0 0 O
0 0 1 o0
0 1 0 0
o 1 1 1
1 0 o0 1
1 0 1 0
1 1 0 O e
1 1 1 1

\

o [o o] [o] [o
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1. Grundoperation zur Vereinfachung von OBDDs: Verjiingung (4-3 Regel)

« Zwei Knoten mit derselben Variable und denselben Nachfolgern (1-Kante und 0-Kante) werden zu einem Knoten
zusammengelegt.

« Alle eingehenden Kanten zeigen danach auf den verbleibenden Knoten.

JD.% Chair of Rm -_ I\
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1. Grundoperation zur Vereinfachung von OBDDs: Verjiingung (4-3 Regel)

Verjungung

« Die beiden markierten zy-Knoten haben dieselben Nachfolger und werden zusammengelegt.

JD.% Chair of Rm -_ I\
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1. Grundoperation zur Vereinfachung von OBDDs: Verjiingung (4-3 Regel)

ﬁ% Chair of R“TH |
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2. Grundoperation zur Vereinfachung von OBDDs: Elimination (2-1 Regel)

« Zeigen beide ausgehenden Kanten eines Knotens auf denselben Nachfolger, ist der Test Uberflussig: der Knoten wird
entfernt.

« Alle eingehenden Kanten zeigen danach direkt auf den Nachfolger.

ﬂ.% Chair of Rm
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2. Grundoperation zur Vereinfachung von OBDDs: Elimination (2-1 Regel)

JD.% Chair of Rm L -. =\
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2. Grundoperation zur Vereinfachung von OBDDs: Elimination (2-1 Regel)

« Das OBDD ist nun reduziert: keine der beiden Regeln ist mehr anwendbar.

ﬁ% Chair of R“TH L - |
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Beispiel flir OBDD (Variablenordnung z5 < o < 1 < )

f(mg, Lo, L1, :130) — XL3XoX 1L V .’13'_335'2.213‘1330 V 21733323’)1:1?_0 V 117_31172113‘_1330

ﬁ% Chair of R“TH L m - |
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Beispiel fur OBDD: Schritt 1
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Beispiel fur OBDD: Schritt 2
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Verjungung
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Beispiel fur OBDD: Schritt 3
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Reduziertes OBDD (Variablenordnung =5 < - < 1 < x¢)

= Nicht weiter reduzierbar!

f=x3T2%1 V T3T270

JD.% Chair of Rm L -. Ll
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Beispiel flir OBDD (Variablenordnung x| < o < 3 < x5)

f(mg, Lo, L1, :130) — XL3XoX 1L V .’13'_335'2.213‘1330 V 21733323’)1:1?_0 V 117_31172113‘_1330

ﬁ% Chair of R“TH L m - |
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Beispiel fur OBDD: Schritt 1

zuletzt geandert 27.10.2026 15:10

ﬁ% Chair of
Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems

RWITH



Beispiel fur OBDD: Schritt 2
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Beispiel fur OBDD: Schritt 3
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Reduziertes OBDD (Variablenordnung 1 < 2o < 3 < x9)

= Nicht weiter reduzierbar!

f = T2T1X \/ .’](/'333'23(;13:_0 V F?)CCQFI"EO

JD.% Chair of Rm L -. Ll
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Vergleich der Variablenordnung

Variablenordnung

Resultat

OBDD (Variablenordnung z35 < o < 21 < x¢)

OBDD (Variablenordnung 1 < ¢ < 3 < I9)

« Reduziertes OBDD: 5 statt 6 innere Knoten

= Variablenordnung bei OBDDs relevant!

[ =x3x271 V 3222

f = ToL1%o V $3$2$1$_0 V :13_3.’,[?2513_1330
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Abschnitt 3.2

Karnaugh-Diagramme

« Implikanten
« Don't Cares

- RWTHAACHEN
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Wiederholung: Karnaugh-Diagramme fur n = 2

JD.%[:h
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Wiederholung: Karnaugh-Diagramme fur n = 3, 4

L1L0
00
L1
N\ 00 01 11 10 01
0 11
1 10
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Blockbildung

« Blocke mussen maximale Grofse haben
« Die Blockgrof3e muss eine Zwelerpotenz sein

L1L(Q L1
00 00
01 korrekt 01 1 (1] 1
11 11
10 10
&Ehairuf
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Beispiel

f(LUg, L9o2,L1, LL‘()) — il?gai‘_gﬂi'l:l’:() V 37333‘_233_13’)0 V Z3ZsT1Tg V L3 Ta 1Ty V 33_333_2.’1311170

« Blau: oz (Block Giber den Rand)
e Orange: x3xx

Vereinfachte Form:

f — :E_Q.’L'() V L3L1L(
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Beispiel

f — X3XL9 1 XL \V L3Lo L1 L \V $_3.’132.’17_1390 V 33‘333'2:17_1:130

V ZaZoL1Zo V TaLoT1Za V Ty LaL1Lo V LaTsT1Lg

« Blau: ToX
« Orange: =, z( (die vier Ecken bilden einen Block)

Vereinfachte Form:

f=x9x9 V T9 T

ﬁ% Chair of R“TH L - |
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Definition

Sel f: B" — B eine Boolesche Funktion. Ein Term M + 0 heil3t Implikant von f, kurz M < f, falls M(x) < f(x) far alle x
c B" gilt, d.h.

M(z)=1= f(z)=1 Vo € B"

Ein Implikant M von f heif3t Primimplikant (von f), falls keine echte Verklrzung von M noch Implikant von f ist.
Ein Primimplikant M heif3t Kernimplikant (von f), falls M in jedem Minimalpolynom von f vorkommt.

ﬂ.% Chair of Rm
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Beispiel 2

f=x3zam120 V T3T22 120 V T3T2Z1T0 V T3T2T 1L

L1
zazo N\ 00 01 11 10
00
01 1 |1
10
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Beispiel 2

f=x3zam120 V T3T22 120 V T3T2Z1T0 V T3T2T 1L

L1 . T1Zg

00

o | |

11 11

T
011|1 01 1
T‘l

’ | ’

« Primimplikanten: z5z22¢, 222120, 32221
« Kernimplikanten: z3xsxo, x3xoxr1 = Minimalpolynom f = z3x9x1 V 32220
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0. Wertetabelle

1. Einsen ins KV-Diagramm

2. Alle Primimplikanten: maximale Blocke

3. Minimale Uberdeckung = Minimalpolynom

KV-Kochrezept
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: 0. Wertetabelle

KV-Kochrezept

10
11

12
13
14
15

n ! ik a1 5 i
. L} T i L |
| . I.' £, § L} - - 2 ]
1y ': ' i - ] .l:.l.' L. - 5 5 -
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« Nullen weglassen

KV-Kochrezept: 1. Einsen eintragen
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KV-Kochrezept: 2. Alle Primimplikanten

L9 L

L3 L9 L1

L3L9L()

Lol 1L

 Blocke maximal, GroRe 2%, auch tiber den Rand

O—\Ox Chai

3 . . e N h Ph
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KV-Kochrezept: 3. Minimale Uberdeckung

pars N\ 00 01 11 10

01

- | W]

o | T
LX)

« Einsen mit nur einem Block = Kernimplikant
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KV-Kochrezept: 3. Minimale Uberdeckung

pars N\ 00 01 11 10

01

- | W]

o | T
LX)

« Restliche Einsen mit moglichst wenigen Blocken

f=xox9V Tax120 V T3 T1X0
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¥ Wy &£y @®1 ¥ T
o O O O O O
1 0 O O 1 1
2 0 0 1 0 O
3 0 0 1 1 O
4 O 1 O O O
5 0 1 0 1 1
6 0 1 1 0 O
/ 0 1 1 1 O
g 1 O 0 0 1
g 1 & © 1 d
A 1 0 1 0 D
B 1 O 1 D
G 1 1 0 O D
D 1 0 1 D
E 1 1 1 O D
F 1 1 1 1 D

Ausnutzung von Don’t Cares

» Eingaben A-F kommen nicht vor (z.B. BCD-Code)

» D (Don'’t Care): Funktionswert beliebig, kann zu O oder 1 gewahlt
werden

O—\ Chair of
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Ausnutzung von Don’t Cares

« Don’t Cares werden als 1 behandelt, wo sie grofRere Blocke ermoglichen
« Blau: z3, Orange: =1z

Ergebnis: f(:l?gj Ta, T, 3’)0) = @3 V 1Ty
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Abschnitt 3.3

Quine-McCluskey-Verfahren

« Bestimmung der Primimplikanten
 Implikationsmatrix
« Mehrdeutigkeit von Minimalpolynomen
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Motivation: KV-Diagramm fur 6 Variablen
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Primimplikanten
O @ X2Xg

L@ Xs5X3Xy

() B XX X5Xg
() @ X4X3X5X1 Xg

alle  Minimalpolynom @ keine

Ansicht
] Drehen

] Einsen

Ansicht zuricksetzen

Z oww | IRRNTHAACHEN
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Quine-McCluskey-Verfahren: Vorgehen

1. Minterme der einschlagigen Indizes nach Anzahl der Negationen gruppieren

2. Resolutionsregel ab V ab = a auf Terme benachbarter Gruppen anwenden, solange moglich
3. Terme, die sich nicht weliter verkurzen lassen, sind die Primimplikanten

4. Implikationsmatrix aufstellen: Welcher Primimplikant deckt welchen Minterm ab?
5. Kernimplikanten wahlen, restliche Minterme mit moglichst kurzen Primimplikanten abdecken

% Chair of
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Quine-McCluskey-Verfahren

f — X3 X921 X V :E_3£BQQS‘_1£E_() \Y 115'_333233'133_0 \V 37333_21?1.’130
V Zaod1 Lo VN E3oT1Lg V LsLoX1Lo

Minterme gemaf3 Anzahl der Negationen:

Gruppe Implikant Index (dezimal)

il 333.17_2371.”170 11
$3$2$_11EU 13
333232:613,‘_0 14

2 .’13_33;‘2.’17137_(] 6

T3LoL1 T 12

3 217_3.’1?221?1 X 4

N

L3Lod1 I 0
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Quine-McCluskey-Verfahren

Nach erster Anwendung der Resolutionsregel: Alle Primimplikanten:
Gruppe Implikant Index (dezimal) Gruppe Implikant Index (dezimal)

1 T3ToL1L( 11 1 T3ToL1X( il
ToT1X( 6,14 T3TLoT1 1213
T3LoT 12.13 ToT( 4,6,12,14
T3ToX( 12,14 3 T3 L1 X 0,4

2 T3T2L( 4,6
ToT1 X 412

3 T3 T1 Lo 0,4

@0.% Chair of R“TH
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Quine-McCluskey-Verfahren

Implikationsmatrix:

Primimplikant \ Minterm 0 4 6 11 12 13 14
T3ToL1L( O O 0 1 0 0 0
ToT0 0 1 1 O 1 0 1
L3L1 L 1 il 0 O 0 0 0
Kostengunstigste Darstellung:
[ =x3xax120 V T3T2%1 V 2Ty V T3 T1 T
SOO% Chair of
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Beispiel zum Quine-McCluskey-Verfahren

Anderes Beispiel:

f — 313217_2.’111330 V £E3£l7_25171£1?—0 V L3Lg L1 L V :17_35132{1?1:170 V 33_3332.’13156_0
V ﬂ’,'_gﬂjg.’l’,'_l.’l?o V 56_3332.’1’}1 L0 V L3 LoL 1L V L3 Lo L1 L

Minterme gemald3 Anzahl der Negationen:

Gruppe Implikant Index (dezimal)

1 35‘_3:1?2.’1?11130 /
$35§$1$g 11

. L3 LoL1L( 3
T3T2T1T0 3
T3T2T1T0 6
LT3T2L1T( 10

S L3Txol1 I 4
L3xa X1 T

4 T3 T9 T1 X 0
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Beispiel zum Quine-McCluskey-Verfahren

Nach erster Anwendung der Resolutionsregel: Nach zweiter Anwendung der Resolutionsregel:
Gruppe Implikant Index (dezimal) Gruppe Implikant Index (dezimal)

il T3T1X0 3,7 1 T3T1T( 3,7
T3ToX( 5.7 I3T9 45.6,7
T3T9T1 6,/ ToT1Zo 3,11
ToT1X 3,11 T3ZToT1 10,11
r3LoT1 10,11 2 r3T9 X 8,10

2 T3ToTq 45 3 T3 T1 T 0,4
T3T2oX( 4.6 To T1Z0 0,8
T3 T 8,10 : . o 1t

; T 04 Keine weltere Anwendung mehr moglich
To T1To 0,8

JD.% Chair of Rm | v
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Beispiel zum Quine-McCluskey-Verfahren

Implikationsmatrix:

Primimplikant \ Minterm

10 11

T3T1ZQ
56_3.’132
T2L 1T

T3T2X1

L3L2 L

L3 L1 L

= = O O O O O] ©

Lo X1 I

o O O O »r O | W

o »r O O O +» O A

O O O O O =, Ol W!m
O O O O O =, O] O
O O O O O =B = | N
= O = O O O O] 0o

Kernimplikant: 3z, (einziger Primimplikant fur die Minterme 5 und 6)

Kostengunstigste Darstellung: Hier nicht eindeutig!

zuletzt geandert 27.10.2026 15:10

o O - = O O O
o O O = = O O

@@‘:).—\__\+ Chair of
Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems

Rm | h
Bl e I, L Ter
| K T T 1 o = 1 i
L | A R |
| i ot 3 Ty -
Ly | k
1
|



Beispiel zum Quine-McCluskey-Verfahren

Mogliche Minimalpolynome (jeweils mit Kernimplikant z3x5):

fl — ;17_3$2 V $_2.’L'1.’L‘0 V 233:1?_25111 V L9 L1 L

fz — 33_3332 V CC_QLElCCO V L3L XL V Lo L1 L

fs = x3x9 VX310 V T3T2x1 V T X1 Ty
fa =39V Tox1To V X3L2 Xy V T3 X1 X

« Alle vier Polynome haben die Lange 11.

SOO% Chair of
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Beispiel zum Quine-McCluskey-Verfahren

Kernimplikant 3z, gewahlt = Minterme 4, 5, 6, 7 sind abgedeckt.

Primimplikant \ Minterm 0

10 11

113_333‘1:1'30
21T

r3L2T1

L3L2 L

L3 L1 L0

~ =, O O O o

Lo X1 X

Wahle beliebigen Implikanten mit neuer Information!

O O O O k=B | W
_ O = O O O|
©O O » +» O O
O O O +r»r =» O

f1 =329 V T2 12
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Beispiel zum Quine-McCluskey-Verfahren

Minterme 3 und 11 sind nun ebenfalls abgedeckt.

Primimplikant \ Minterm 0, 8 10
T3L1L) O O 0
T3X2X1 0 O 1
T3To T O 1 1
T3 T1 Ty 1 O 0
T2 L1 Xo 1 1 0,

Wahle beliebigen Implikanten mit neuer Information!

f1 =x3x9V Tox1Z0 V T3 X1 X
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Beispiel zum Quine-McCluskey-Verfahren

Nur noch Minterm 10 ist offen.
Primimplikant \ Minterm 10

1133219_2331 1
L3L9 X 1
L3I X 0

Wahle beliebigen Implikanten mit neuer Information!

f1 — m_g.fb‘z V 513'_2.’13133() V L9 L1 A0 V $3LB—2$1
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Mehrdeutigkeit am KV-Diagramm

L1L( L1
-/I/'S:UQ OO O]. 11 10 Q’;S{L‘Q OO
) Nt
e

o1 ]1[1]1] 01 1

11 . 11

10| 1 10( 1 1111

i |

f1 P
f1 =x3x2 V T2x1T0 V Z3T2x1 V T2 T1 T
fo =322 VXax129 V T3T2Xo V T2 ZT1 X
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Mehrdeutigkeit am KV-Diagramm

L1L( L1L()
-/I/'S:UQ OO O]. 11 10 Q’;S{L‘Q OO
00| 1
01} 1
11
10| 1

f3 — 37_3.’152 V 33_3331330 V .’15’339_2371 V &9 x4 L

f4 — CB_g.CL‘Q V 33_233133() V 35'3.’1?_237_() V L3L1IQ
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Zusammenfassung

« Warum minimieren?

o Reduzierung von Eingangsvariablen und Schaltkreiselementen
o Suche nach der optimalen Realisierung

« In diesem Kapitel vorgestelit:

Definitionen Verfahren
« Minimalpolynom « (Reduzierte) OBDDs
e (Prim- / Kern-) Implikant « Karnaugh-Veitch

« Quine-McCluskey
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