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Kapitel 4: Rechnerarithmetik
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Einleitung

Rechnen zu konnen ist fur Computer zentral
« Grundlegende Rechenoperationen sollten durch die Hardware unterstutzt werden.

Betrachtete Rechenoperationen Betrachtete Datentypen
« Addition « Naturliche Zahlen
« Subtraktion « Ganze Zahlen
« Multiplikation « Rationale Zahlen (IEEE 754-1985)

« Keine Division
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Addition naturlicher Zahlen

« Halbaddierer und Volladdierer
» Ripple-Carry-Addierer

« Carry-Look-Ahead-Addierer
e Fan-In

Abschnitt 4.1
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Addition naturlicher Zahlen

Schulalgorithmus fur die Addition von Dezimalzahlen

1. Summand 9 3 8 9 9 8 9
2. Summand 9 7 9 8 9 8
Ubertrag 1 1 1 1 1
Summe 1 0 3 6 9 8 &8 7
Ubertragung auf Binarzahlen
1. Summand 1 1 0 0 1 1 1
2. Summand 1 0 01 0 1 1
Ubertrag 1 1 1 1
Summe 1 0 1 1 0 O 1 0O
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Addition naturlicher Zahlen

Beobachtung zu den Ubertrigen
. 1+ 1 erzeugt einen Ubertrag
« 0+ 0 eliminiert einen vorhandenen Ubertrag
« 0+ 1 und 1+ 0 reichen einen vorhandenen Ubertrag weiter

. Ubertrag ist hochstens 1

Kann man Addition als Boolesche Funktion ausdriicken?
. Summenbit s und Ubertrag c (engl. carry)

® fHA : B2 — B2
o fra realisiert die Forderungen zum Teil
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fra realisiert einen sog. Halbaddierer
fHA : B2 — 32

4 i Y C S
O 0 0 O
0O 1 O i
1 0 0 i
1 1 1 O

Halbaddierer

Schaltung fur den Halbaddierer: c=xz Ay

L
y D

S=2x¢€

JD.% Chair of Rm -_ I\
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Volladdierer

Halbaddierer
. Berechnet Ubertrag aus der Addition

. Berlicksichtigt keinen Ubertrag, der schon vorher entstanden ist

Volladdierer

B3 B2 Calt T Y C S

. JBEel:hne?Ubertrag ¢ aus der Addition . ¢ 0 0 0
. Berticksichtigt Ubertrag c,;:, der schon vorher entstanden ist J c 1 0 1
0 1 0 0 1

0 1 1 1 0

1 O 0 0 1

1 O 1 1 0

1 | 0 1 0

1 1 1 1 1
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Beobachtung fur s
« s = 1< Anzahl der Einsen ungerade

e S=Cut DT DY

Beobachtung fur ¢
e ¢c= 1< Anzahl Einsen > 2

« DNF: c=cuixyV conpxyV Canxy V Contxy
« Resolution:

O CaltZY V CatTY = TY
© CqltlY V Ca!tfy = Caltly

O CaltTY V ColtTY = CaitT

* C=TYV Caity V CaltT

Volladdierer
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Volladdierer

« Verbesserte Realisierung fur c
« Durch Wiederverwenden von Teilergebnissen

Es gilt bisher: c = zy V c 1y V e

Wir mussen die Belegungen fir (cq:, x,y) € {(011), (101), (110), (111)}

realisieren
e zdy=1<genaueinelinz,y
o Also ¢y (xz @ y) realisiert ¢ fur {(101), (110)}
« Fehlen noch die Belegungen {(011), (111)}, realisiert durch zy

= c=cut(T DY)V Ty
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Schaltnetz Volladdierer

S=CuitDr DYy

Calt X Y C S
C:.. Cat(z @ y) V zy 0 O O 0 O
Grofde 5
Tiefe 3 ° ’ : ’ :
0 1 O 0 1
T o 1 1 1 0
Y \ 1 0 0 0 1
. % > S 1 0 1 1 0
1 1 0 1 O
\ 1 1 1 1 1
> C
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Vollstandiger Addierer

L) T
T Yo : HA
S1 S0 )
e HA
L1 T Yo
Yt Yo B
S92 S1 50 n
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Vollstandiger Addierer

L0 S0
HA
r1 Xy Yo
> S1
52 51 50 n > 59
L0 > S()
HA
Y0 e
L9 L1 L) T1 VA
Y2 Y1 Yo .
S3 52 S1 S50 : > S9
ty —m8 1 VA
Y2 ——————————]
O—\Ox Chair of
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Naturliche Zahlen addieren

HA

VA,

VA,

VAn—l

- GroBe:2+ (n—1)-5=5n—3
. Tiefe:1+(n—1)-3=3n—2
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Ergebnis: Ripple-Carry-Addierer

Realisierung ,,Addition von nattirlichen Zahlen®
« Sehr gut strukturiert
« GrolBe bn —3 — sehrklein
e Tiefe3d3n—2 — viel zu tief

Warum ist unser Schaltnetz so tief?
. Offensichtlich gilt: Ubertrage brauchen sehr lange

. Verbesserungsidee: Ubertrage frith berechnen
« Wie? Struktureinsicht

zuletzt geandert 02.11.2026 09:25

ﬂ.% Chair of
Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems




Struktureinsicht

e (z;,y;) = (1,1) generiert Ubertrag
e (z;,yi) = (0,0) eliminiert Ubertrag
e (z;,y:) € {(0,1),(1,0)} reicht Ubertrag weiter

Dieses Verhalten ist sehr gut durch einen Halbaddierer realisierbar
. u; = 1 generiert Ubertrag
. v; = 1 reicht Ubertrag weiter

Zentrale Beobachtung

« Jeder HA ist In Tiefe 1 parallel realisierbar und berechnet u;
und v,

T; Y U; V; Ubertrag

O O O 0 eliminieren
O 1 0 1 weiterreichen
i 0O O 1 weiterreichen
1 1 1 0 generieren
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Carry-Look-Ahead-Addierer

Notation
e fHA: B* — BZ, fra(zi, yi) = (ui, v;)
. u; = 1 generiert Ubertrag, v; = 1 reicht Ubertrag weiter

Vorausberechnung der Ubertrige

Ci = Uj—1 V Ci—1V;—1
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Carry-Look-Ahead-Addierer

Notation
e fHA: B* — BZ, fra(zi, yi) = (ui, v;)
. u; = 1 generiert Ubertrag, v; = 1 reicht Ubertrag weiter

Vorausberechnung der Ubertrige

C1 Uy

u1 V upgvq

®
)
|

U9 V U1V9 V UpgUV1U9

S e
>~ W
|

Uus V U92U3 V U1V92V3 V UpUV1U2V3

At
|

U;—1 V U;—2V;_1 \V U;—30V;—2V; 1 V...V Ugv10V9 - VY;—1

i—1 i—1
Gy = \/ (uj A\ /\ 'vk)
j=0 k

=j+1
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Gesamttiefe des CLA: 4

Carry-Look-Ahead-Addierer

1—1 i—1

i = \/ (uj /\ /\ ’Uk)
=0 k=j+1
Baustein Tiefe
Alle Halbaddierer (u;, v;) 1
-, |
Alle Und-Gatter (u; A A}, v) 1
Groldes Oder-Gatter 1
n X @-Gatter fur korrekte Summenbits 1
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Carry-Look-Ahead-Addierer

I3 Y3 ",

Y2

J &/

Tr1 Y1 o Yo
[

& &/

Quelle: Denis Pitzschel

N
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Quelle: Denis Pitzschel

Carry-Look-Ahead-Addierer

T3 Y3 L9 Y2 1 Y1 o Yo Co

(r rr rr Tr ]

Carry Look-Ahead Logik

Summen Logik

ﬁ% Chair of
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Carry-Look-Ahead-Addierer

Waren wir wirklich fair bei der Bestimmung der Ebenen?
« Beliebig lange Zahlen in Tiefe 4 addieren ...
« Anzahl Eingange eines Gatters heilst Fan-In
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Vermeidung von grofem Fan-In

Grol3es Fan-In systematisch verkleinern
Beispiel: ODER, Fan-In 16

L)
L) \ T \\
1 \ To _//
L9 \ T3 %
L3 \ T4 _/)7
L4

Lo L9
10 L10
T11 /‘ T11 \)7

\‘/

|
POYOOOO
P
\‘/
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Carry-Look-Ahead-Addierer

Waren wir wirklich fair bei der Bestimmung der Ebenen?
« Beliebig lange Zahlen in Tiefe 4 addieren ...
« Anzahl Eingange eines Gatters heilst Fan-In

« Wir vergleichen ein Schaltnetz mit

o max. Fan-In 2 (Ripple-Carry-Addierer)
o mit einem Schaltnetz mit max. Fan-In n (Carry-Look-Ahead-Addierer)

« Grofl3e Fan-Ins sind technologisch schwierig zu realisieren

Ziel: Vergleichbarkeit herstellen
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Vermeidung von grof3em Fan-In

Am Beispiel
« Aus Fan-In 16 bei Tiefe 1 (GroRe 1)
« wird Fan-In 2 bei Tiefe 4 (GroRe 15)

Wie lasst sich das verallgemeinern?

« Grofl3e
o Bel jeder Stufe halb so viele Gatter wie in der Stufe davor
o &+ 2 + %+ ...+ 1~ n(geometrische Reihe)

« Tiefe

o So oft halbieren, bis man bei einem Gatter ist
o ~ logy(n)
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Carry-Look-Ahead-Addierer (CLA)
« Fokus auf AND-Gatter:

> 2 -1

i 3
e Grolde ~ %

. Tiefe ~ 2log,(n)
Wolfram Alpha

OO_—\E Chair of i i EN
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o Gut strukturiert

.o 3
e Grofde ~ -

. Tiefe ~ 2log,(n)

Carry-Look-Ahead-Addierer (CLA)

Realisierung der Addition von naturlichen Zahlen

=~ < ziemlich grof3
< zlemlich flach

Ta Y3 Lo 12 X1 Y
] . [ ]

\r \8/ / \&/ ./ \&/
Ty
s $ ® *——»
i
Uy .
th
o

Ly

€1

kr N &[/ N i k‘/ \/ \i
\L] V
SYEEP% 5 il
C3
¢
C:; 53 59
Vergleich zum Ripple-Carry-Addierer
n Ripple-Carry GroRRe Ripple-Carry Tiefe Carry-Look-Ahead Grof3e Carry-Look-Ahead Tiefe
8 S 22 170 6
16 17 46 1365 8
32 1.57 94 10922 10
64 317 190 87381 12
SOO% Chair of
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Quiz: Addierer

Welcher Addierer ist besser?

A: ORipple-Carry-Addierer B: 0OCarry-Look-Ahead-Addierer

il RWTHAACHEN
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Addition naturlicher Zahlen

Darstellung der Tiefe / Grofse

- RWTHAACHEN
zuletzt gedndert 02.11.2026 09:25 O?\._,_— EE}E}{""““' UNIVERSITY




Carry-Skip-Addierer: Motivation

« CLA ist flach, aber grof3 (~ %3) und komplex
« Frage: Konnen wir den Ripple-Carry-Addierer nur etwas verbessern, sodass er zumindest manchmal schneller ist?

% Chair of Rm -
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Carry-Skip-Addierer

ldee: mehrere kleine RCAs, jeder mit eigenem Propagate-Check

L3..05 Y3..0 L7.4,Y7.4 L£11..85 Y11..8

. . Cy C8 '
co—4  RCA | )—— RCA >—A— RCA
Po Pl PQ

)

. P;: alle Stellen des Blocks reichen weiter = Ubertrag tiberspringt den Block
. Sonst entsteht der Ubertrag im Block selbst: normaler RCA-Ubertrag

Caus = Crca V (Pj A Cein)
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L0, Yo

Cein * VA

Carry-Skip-Addierer: ein Block im Detall

S

bt

L1, Y1

U

L9,y Y2 L3, Y3
ﬁ JB
C
VA VA REA
U9 U3
P

. v; = x; D y; berechnet jeder Volladdierer ohnehin (erstes XOR) = nur herausfuhren
« P; = vy A v1 Avs Awvs:ein Und-Gatter, parallel zur Ubertragskette
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Carry-Skip-Addierer: Bewertung

Grof3e: RCA plus je Block ein Und-Gatter fur P;, ein Und und ein Oder = nur wenig grol3er als RCA

Ungiinstigster Ubertrag: entsteht im ersten Block, l13uft durch ihn hindurch, {iberspringt alle mittleren Blocke und |3uft
nur noch durch den letzten Block

Aber: Der lange Pfad durch alle RCAs existiert im Schaltnetz weiterhin
o Die Tiefe des Schaltnetzes bleibt wie beim RCA
o Er wird nur nie gebraucht: Muss ein Ubertrag lange weitergereicht werden, nimmt er die Abkiirzung

Fazit: Kompromiss zwischen RCA (klein, langsam) und CLA (grof3, flach)

JD.% Chair of Rm -_ I\
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Abschnitt 4.2

Multiplikation naturlicher Zahlen

« Addition vieler Zahlen
« Carry-Save-Addierer
« Wallace-Tree

OO_—E@_ Chair of R“TH i‘ EN
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Direkt mit Binarzahlen ...

1 01 01100 - 111 01 O

Multiplizieren heif3t
« Nullen passend schreiben

« Zahlen passend verschoben kopieren
« Viele Zahlen addieren

O =

oo =

Multiplikation

0
1 01 0 1 1 0 0
0
1 01 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 O
1 0 1 1 0 O
1 1 01 1 1 1 1 0 0 O
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Multiplikation als Schaltnetz

Multiplikation ist
« Nullen passend schreiben
« Zahlen passend verschoben kopieren
« Viele Zahlen addieren

Beobachtung
« Nullen schreiben: einfach und kostenlos

« Zahlen verschieben und kopieren: einfach und kostenlos
« Viele Zahlen addieren: nicht ganz so einfach
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Multiplikation: Addition vieler Zahlen

« Wir haben Addierer fur die Addition zweier Zahlen
« Wie addieren wir damit n Zahlen?

Erster Ansatz: Einfach nacheinander
« Schema hat die Tiefe (n — 1)

 In jeder Ebene noch die Tiefe des Addierwerks
 Tiefe = (n — 1)- Tiefe(Addierer) = ist zu tief!

ldee
e |In Schaltnetzen niemals alles nacheinander tun!

« Was geht gleichzeitig?

mayq 1o T3 Ty Ty - s
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Multiplikation: Addition vieler Zahlen

Besserer Ansatz: Paarweise addieren

Bewertung
 Anzahl Addierer= 5+ -+ +...+1~n

« Gesamtgrofle ~ n- GroRe(Addierer)

 Tiefe ~ log,(n) Ebenen

Gesamttiefe

~ logy(n) - 2logy(n) = 2(log,y(n))?

L 1o 1Ty 1Ty 1Ny T Ty TNy

(Anzahl der zu addierenden Bitvektoren ist gleich der Anzahl Bits)

JD.% Chair of Rm -_ I\
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Multiplikation: Addition vieler Zahlen

Gibt es einen noch besseren Ansatz?

Beobachtung Zentral fur uns
« Addition ersetzt zwei Zahlen « Gleiche Summe — Korrekthelit
« durch eine Zahl gleicher Summe « Weniger Zahlen — Fortschritt

(Verriickte?) Idee: Vielleicht ist es einfacher, drei Zahlen zu ersetzen durch zwei Zahlen gleicher Summe?

% Chair of
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Multiplikation: Addition vieler Zahlen

Gibt es einen noch besseren Ansatz?
(Verriickte?) Idee: Vielleicht ist es einfacher, drei Zahlen zu ersetzen durch zwei Zahlen gleicher Summe?
Beobachtung

 Es gilt immer noch:
Gleiche Summe — Korrektheit

« Weniger Fortschritt:
J—2statt2 —» 1

% Chair of
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Multiplikation: Addition vieler Zahlen

Wallace-Tree
my Ing Tng Tig TNy Mg Ty Ty Trlg 11y 1reyy 112

« Carry-Save-Adder (CSA) \ / \ / \ / \ /
A CSA CSA ks

« m; sind n-Bit-Zahlen
L CS SA

« Sinnvoll, wenn CSA flacher ist als CLA-
Addierer

S <

ﬁ% Chair of R“TH L - |
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Multiplikation: Carry-Save-Adder

Gesucht
« Addierer mit drel Eingangen und zwel Ausgangen, fur den gilt:

r+y+z=a+b

Gefunden
. Volladdierer, der fiir z, y, z € {0, 1} folgendes Resultat liefert:

r+y+z2=2-c+s

« s Ist das Summenbit
. 2 cist das Ubertragsbit, bezogen auf seine Stelle eine Position weiter links
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Multiplikation: Carry-Save-Adder

« Parallelschaltung von n Volladdierern
« Liefern jewells die Summenbits
. und die Ubertragsbits

Diese Volladdierer sind nicht verkettet
. Jeder liefert ein s-Bit und ein ¢-Bit
« Aus diesen Bits werden

o das Summen-Wort gebildet, das an der hochstwertigen Stelle (Anfang) mit O erweitert wird,
o und das Carry-Wort, das an der niederwertigsten Stelle (Ende) mit O erweitert wird

« Summe aus Summen-Wort und Carry-Wort bildet das Resultat
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Wir addieren
e x = (001001
« y= 001111

« 2z=001100

Beispiel: Carry-Save-Adder

9

cC S

Summen-Wort
Carry-Wort

0 0

VA

0 0 1 ]
VA VA
rYoovy
0 0 1 1

1 0 1 0 =0001010
1 0 1 (0) =0011010
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Summand x
Summand y -1

Summand z -
Resultat

Carry-Wort
Summen-Wort | +

Beispiel: Carry-Save-Adder

T X4 X3 X9 X1 Z
Y5 Y4 Y3 Y2 Y1 Y0
<5 <4 <3 %2 <1 <()
2C5 + S 2c4 +S4 2¢c3+S3 2¢c9+ 89 2¢1+ 81 2cy + S
Ci: C4 C3 C9 C1 Co (0)
(0) S S4 S3 S9 S1 S0
Summand x 0 0 1 0 0 1
Summand y 0 0 1 1 1 1
Summand z + 0 01 1 0 O
Carry-Wort 0 1 1 0 1
Summen-Wort [+ (0) 0 0 1 0 1 O
Summe O 1 0 0 1 0 O
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Quiz: Carry-Save-Adder

Wie viele Schritte braucht es, ¢ und s zu berechnen?
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Multiplikation: Carry-Save-Adder

Berechnung von drei n-Bit-Zahlen
« Zum Einsatz kommen n Volladdierer

o Grolde: dn
e llefe: 3

Beobachtung
« Der (grofRe) Carry-Look-Ahead-Addierer wird in einem Wallace-Tree erst als letzte Operation benotigt

« Der Wallace-Tree hat somit fur die Addition von n Zahlen folgende Eigenschaften:

o Grol3e: ~ ”TS (proportional, bedingt durch den CLA)
o Tiefe: ~ 3logs/s(n) + 2logy(n) =~ 7,13 logy(n)

Fazit: Multiplikation ist nicht wesentlich teurer oder langsamer als die Addition
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Serielle Addierer

. Tiefe = (n — 1)- Tiefe(Addierer)
e Tiefe=(n—1)-2log,(n)
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Multiplikation

Paarweise Addierer
+ Tiefe = logy(n)- Tiefe(Addierer)

. Tiefe = 2(log,(n))?
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Wallace-Tree mit Carry-Save-
Addierern

- Tiefe ~ 3log;/5(n) + 2logy(n)
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Multiplikation

Darstellung der Tief O 0= | m‘ B
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Quiz: Wallace-Tree

Welche Aussage ist korrekt, wenn n n-Bit-Vektoren mit einem Wallace-Tree addiert werden?

A: 0O Der Wallace-Tree bendtigt nur einen Carry-Look-Ahead-Addierer (CLA) mit der Tiefe 2 log,(n)

B: (O Jeder Carry-Save-Adder (CSA) in dem Wallace-Tree ist ein n-Bit-Addierer, der die Summe von 3 n-Bit-Vektoren
berechnet

C: OWallace-Trees zeigen, dass die Multiplikation deutlich langsamer als die Addition ist

D: 0 Paarweise Addition ist schneller als ein Wallace-Tree, wenn n grold genug gewahlt wird
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