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Kapitel 5: Synchrone Schaltwerke
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Abschnitt 5.1

Einleitung

« Sequentielle Schaltungen
« Flimmerschaltung
« Kreise als Speicher
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Beobachtung
« Das ist kein Schaltnetz
« Esist eine "baubare” Schaltung
« Was passiert in dieser Schaltung?

Sequentielle Schaltungen

L
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Sequentielle Schaltungen

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1
O 1 O
1 O 1
1 1 1

zuletzt geandert 30.10.2026 10:11 O_\—c Cyber-Physical

Systems




Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung? Offensichtlich stabill.
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1

O 1 O
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1

O 1 O
y 1 O 1

1 1 1
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1

O 1 O
y 1 O 1

1 1 1
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1

O 1 O
y 1 O 1

1 1 1
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1

O 1 O
y 1 O 1
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1

O 1 O
y 1 O 1

1 1 1
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Eine konkrete sequentielle Schaltung

Was passiert in dieser Schaltung?

T Y xVy
L O O 1

O 1 O
y 1 O 1

1 1 1

Beobachtung: Und immer welter so ...

Naturlich: In der Realitat viel schneller
Darum hell3t die Schaltung Flimmerschaltung
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Bewertung des Effekts

Unkontrolliertes Flimmern ist sehr unschon.
Also Kreise konsequent verbieten?
Wozu konnen Kreise gut sein?
« Beobachtung: Ausgange werden zu Eingaben ...
« Etwas anders: Man kann schon Berechnetes noch einmal “sehen’”.

« Einsicht: Das realisiert so etwas wie Speicher
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Abschnitt 5.2

Bistabile Kippstufe (engl. Latch)

« NAND-Kippstufe

« Abhangigkeit von den Schaltzeiten
« 1-Bit-Speicher
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Ein zweites Beispiel

R

=~ =, O O 8

= O = O |«
S

© r r & ‘

I Ry St Pyt A @it Py Qt+2A

A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten
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Ein zweites Beispiel
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A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten
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A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten

Ein zweites Beispiel
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A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten

Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten
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Ein zweites Beispiel
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A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten
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A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten

Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten
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Ein zweites Beispiel

P ' schneller
H
Py

langsamer

=~ =, O O 8

= O = O |«
S

© r r & ‘

Ry St Pyt A Qt+A Piian @ t+2A
1 1 1 1

1 O 1 O

S

= = O O
= O = O

A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten

O—\_ Chair of 2 ER B ff%ﬁ”j;;:ﬁ
” : Cyber-Physical Mﬁ =RRSIIY
zuletzt gedndert 30.10.2026 10:11 O == - UNIVERSI |

|'|:\_'|l-. 1
P el

- -
-‘-s,g;_'.-&l



Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel

P ' schneller
H
pa.

langsamer

=~ =, O O 8

= O »r O |«
S

o r r |8 ‘

Ry St Pyt A Qt+A Piian @ t+2A
1 1 1 1

1 O 1 O

S

= = O O
= O = O

A: Zeit, in der beide Gatter genau einmal schalten

OO_—E@_ Chair of R“TH i‘ EN

zuletzt geandert 30.10.2026 10:11 O?; g::m?shrsiual UNIVEHSIW




Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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Ein zweites Beispiel
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Bi-stabile NAND-Kippstufe

Anmerkung: Heilst auch Latch
. P

R

. Q)

Positiv: Kippt, flimmert nicht
Negativ: Verhalten hangt von Schaltzeiten der beiden Gatter ab
Genauer beobachtet: Verhalten hangt manchmal von Schaltzeiten der beiden Gatter ab

ﬁ% Chair of
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Analyse der bi-stabilen NAND-Kippstufe

1. Fall: oberes NAND-Gatter schneller
Ry St Pt A Qt+A Piian Qtr2n

0 0 1 1 1 1 it ) P
0o 1 1 0 1 0
1 0 Q, 1 0 1
1 1 @ Qi Q: Qi

S—:> .
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Analyse der bi-stabilen NAND-Kippstufe

2. Fall: unteres NAND-Gatter schneller
R; St P+ A Qt+A Piian Qt+2A

0o 0 1 1 1 1 A D—, P
0 1 1 P, 1 0 |

1 0 0 1 0 1

1 1 P, P, P, P,
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Fazit zum Ausgang P der bi-stabilen NAND-Kippstufe
1. Fall: Oberes NAND-Gatter schneller
Piion = RV SQ;
2. Fall: Unteres NAND-Gatter schneller
Pion = RV SP,

Beobachtung: Wenn P; = Q;, ist das Verhalten an P, stabil, also von den Schaltzeiten der Gatter unabhingig.
Was ist mit dem anderen Ausgang?
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Analyse der bi-stabilen NAND-Kippstufe

1. Fall: oberes NAND-Gatter schneller
Ry St Pt A Qt+A Piian Qtr2n

0 0 1 1 1 1 P
0 1 1 0 1 0

1 0 Q, 1 0 1

1 1

o o Q1 Q1

S—:) .

QHQA — SPHQA — g \Y Pt+2A — ? \% RQHA — g V RQHA
=SV RSPpn =SV R(SVPaA)=8SVRSV RP, A
=SV RPi A =SV RRQ; =SV RRQ; = SV RQ;
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Analyse der bi-stabilen NAND-Kippstufe

2. Fall: unteres NAND-Gatter schneller
Ry St Pt A Qt+A Piian Qtr2n

0 0 1 1 1 1 o >—, P
0 1 1 P, 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 P, P, P, P,

S—:> B

Qiron = SPi =§\/P,g+,g.t Zg\/RQHA =§VRQHA
— SVRSP,=SVR(SVP,)=SVRSVRP,
— SV RP,
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Fazit der Analyse der bi-stabilen NAND-Kippstufe

1. Fall: Oberes NAND-Gatter schneller

Pryon = RV S@ Qi+on = SV RQy
2. Fall: Unteres NAND-Gatter schneller
Pt—|—2A=EVSPt Qt+2a=SVRFt

Also: Wenn Q; = P,, so ist das Verhalten stabil, von den Schaltzeiten der Gatter unabhingig.
Also: Forderung P; = Q);
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Wertetabelle bi-stabile NAND-Kippstufe

oberes Gatter unteres Gatter
schneller schneller

Ry St Piion Q2 Piion Qtr2A
1 1 1 1

1 0 1 O
O 1 O 1

Qt Qt Pt -Pt

O O
O 1
1 O
1 1
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Wertetabelle bi-stabile NAND-Kippstufe

oberes Gatter unteres Gatter
schneller schneller

R; St Py on Qt+2A P;ion Qt12A

0 0 1 1 1 1
0 1 1 0, 1 0
1 0 0 1 0, 1
1 1 Q: Q: P, P,

Beobachtung: Wir mussen nur R = S = 0 ausschlief8en, damit die Forderung P; #+ Q; gilt.
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Wertetabelle bi-stabile NAND-Kippstufe

oberes Gatter unteres Gatter
schneller schneller
Ry S5t  Puyon  Qti2a Pion  Qriaa
0 0 1 1 1 1
0 1 | 0 | 0
1 0 0 1 0 1
1 1 Q: Q1 P P,

Beobachtung: Wir mussen nur R = S = 0 ausschliel3en.

Ri  S¢  Puan  Quan e (R,S)=1(0,1)setzt P=1
o 1 1 0 « (R,S)=(1,0) setzt P=0
1 O O 1

_ .+ (R,S) = (1,1) lasst P unverandert

1 1 Py Ey

Fazit: Bi-stabile NAND-Kippstufe realisiert 1-Bit-Speicher!
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Erstes Fazit zu sequentiellen Schaltungen

Bi-stabile NAND-Kippstufe realisiert 1-Bit-Speicher.
Beobachtung
« Kreise in “Schaltnetzen” manchmal sinnvoll

« Neue Funktionalitat
« Analyse schwierig

Wunsch: Strukturierter Entwurf

SOO% Chair of
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Abschnitt 5.3

Automaten

« Mealy-Automaten
« Moore-Automaten
. Aquivalenz von Automaten

il RWTHAACHEN
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Automaten

Wunsch: Formales Modell eines Automaten
Was ist uberhaupt ein Automat?

Beispiele Gegenbeispiele
« Getranke-Automat « Geldspielautomat (wegen der Zufalls-Komponente)
« Einfache Ampelsteuerung « Computer (zu komplex)
« Steuerung einer Waschmaschine « Mensch (fir uns nicht formal beschreibbar)

ﬂ.% Chair of Rm
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Automatenmodell

Grobbeschreibung
« Verarbeitet eine Eingabe
« Erzeugt eine Ausgabe

e Istin einem Zustand
« Arbeitet in Takten
 Arbeitet deterministisch (exakt vorhersagbar)

Jetzt: Exakte, formale Beschrelbung
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Definition Mealy-Automat

Ein Mealy-Automat M = (Q, q¢, X, A, d, M) Ist definiert durch:
« Endliche Zustandsmenge ()
 Startzustand ¢y € Q0
« Endliches Eingabealphabet X
« Endliches Ausgabealphabet A
« Zustandsuberfuhrungsfunktion§: Q x X — Q
« Ausgabefunktion A : @ x ¥ — A U {e}
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Beispiel Mealy-Automat

aktueller Zustand g Eingabe w Folgezustand Ausgabe Q = {Qoa di, 92}
€ Q 3> 5(q, w) (g, w) % =1{0,1}
A =1{a,b,c
qo O q1 a . { }
Eingabe: 0 1 0 0
10 : 12 . Ausgabe:
q1 0 do C
q1 1 q2 b
q2 0 d1 a
q2 1 q0 b
0—\_ Chair of
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0/c

1/b

Beispiel Mealy-Automat

1/b 0/a

Q = {QOa di, qz}
> =40,1}

A= {d,b, 0}
Eingabe:0 1 0 O
Ausgabe:

O—\Ox Chair of
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0/c

1/b

Beispiel Mealy-Automat

1/b 0/a

@ =19,q,q2}

> =40,1}
A= {ub, o}
Eingabe:0 1 0 0
Ausgabe:
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Q = {QOa di, qz}
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1/b 0/a
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Aquivalenz von Automaten

Definition: Zwei Mealy-Automaten heif3en aquivalent, wenn sie fur jede Eingabe w € X* die gleiche Ausgabe a € A*
erzeugen.

Beobachtung
. Aquivalente Automaten kdnnen unterschiedlich grof sein
« Man wunscht sich moglichst kleine Automaten

« Komplexer Problemkreis,

o ... umfasst auch effiziente Minimierung von Automaten
o ... naher i.d. Theoretischen Informatik (GTI)

Hier: Noch ein anderes (2hnliches!) Automaten-Modell

ﬂ.% Chair of Rm
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Definition Moore-Automat

Ein Moore-Automat M = (Q, qo, 2, A, 6, \) ist definiert durch:
« Endliche Zustandsmenge ()
 Startzustand ¢y € Q0
« Endliches Eingabealphabet X
« Endliches Ausgabealphabet A
« Zustandsuberfuhrungsfunktion§: Q x X — Q
« Ausgabefunktion A : Q — A U {¢}
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Mealy- und Moore-Automaten

Beobachtung: Zu jedem Moore-Automaten gibt es einen aquivalenten Mealy-Automaten.
Denn: Zu Moore-Automat A = (Q, qo, 2, A, d, \)

e ist Mealy-Automat A" = (Q, qo, 2, A, 0, ")

e Mit A (q,w) := A(d(q,w))

Offensichtlich aquivalent

O% Chair of
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Mealy- und Moore-Automaten

Beobachtung: Zu jedem Mealy-Automaten gibt es einen aquivalenten Moore-Automaten.
Denn: Zu Mealy-Automat A = (Q, qo, 2, A, 0, \)

e ist Moore-Automat A" = (Q’, qy, 2, A, 0", A7)

» Mit Q" :=Q x (AU {e}), gp := (o, €),

» (g, v) Ist ein Zustand in der Menge Q’

*+ A(d(g",w)) = A" ((¢,v)) :==v

» 0°(¢",w) = 0"((g,v),w) := (d(g, w), A(g, w))

Aquivalent

SOO% Chair of

zuletzt geandert 30.10.2026 10:11

Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems

L] o 1
L o
' I | T
AW R ) |
el . X
Rm Ny = f
- bl i = Tr A L]
| =k ¥ o | o = | - w
% | L | =Y R L
1 i ol T
Ly | k - o)
k |
RV B W B | . 1L Fo |



Einfacher Beispiel-Automat

Aufgabe: Einfache ,Datenglattung”: Filtere isolierte Bits aus Datenstrom aus.
Es gilt: > := {0,1}, A := {0,1}
Mealy-Automat

1/0 1/1
L=0 OWNPp o=
0/0 0/1

mit Q :={0,1,7},q0:=0
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Mealy-Automat

Moore-Automat

Aquivalente Automaten , Bit-Filter”

1/0 1/1
0/0 0/1
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Abschnitt 5.4

Synchrone Schaltwerke

« Getaktete Flip-Flops: RS, D, JK, T
« Ansteuertabellen
« Huffman-Schaltwerk-Modell

Ox Chair of R“TH i‘ EN
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Erinnerung:

11/0
10/0

R: Reset, S: Set

Automaten & Schaltungen: Synchrone Schaltwerke

bi-stabile NAND-Kippstufe

R—_D o
S

01/1

11/1
=) o=l

10/0

s WAL

Ry St Py ion Qt+2A

0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 P, P,

Q: {Oal}aQOZO
5 = {01,10,11)

A = {0,1)

ﬂ.% Chair of Rm
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Vergleich Automat und NAND-Kippstufe

Nicht getaktet

Getaktet

11/0
10/0

R: Reset, S: Set

01/1

R—_D o
S

=0l O

10/0

Ry St Py ion Qt+2A

0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 P, P,

Q: {0,1},(]0:0
> = {01,10,11}
A={0,1)

ﬂ.% Chair of Rm

zuletzt geandert 30.10.2026 10:11 O_\—c Cyber-Physical

Systems



Synchrone Schaltwerke

Ab jetzt: Getaktete Schaltwerke
Also: Fuhre Taktsignal 1" ein
Verschiedene technische Moglichkeiten
« Pegelsteuerung: Aktiv, wenn 1 anliegt
« Positive Flankensteuerung: Aktiv, wenn Wechsel von O nach 1

« Negative Flankensteuerung: Aktiv, wenn Wechsel von 1 nach O

Digital-logische Ebene: Technisches Detall ignorieren
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RS-Flip-Flop

R R S Q
0 1 i |
1 1 0 0
1 1 nicht erlaubt
3, "
| —
Zustandstabelle NAND-Kippstufe Wertetabelle NAND
Ry St Piion Qt+2A €L Y xY
0 0 nicht erlaubt nicht erlaubt 0 0 1
0 1 1 0 o 1 1
] 0 0 1 1 0 1
1 1 Q: Q: 1 1 O

R: Reset, S: Set
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Sinnlos?

D-Flip-Flop
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JK-Flip-Flop

R S Q

O O Q

K 0o 1 1

1 1 0 0
] 1 1 nicht erlaubt

J K R S Q@
O 0O 0 0 Q@
0 1 @Q 0 O
1. & O @ 1
1 1 Q@ @ Q

Positiv: Alle Eingaben erlaubt, sinnvolle Funktionalitat, vielseitig
J: Jump, K Kill
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Clk

Name: Toggle

J

Clk

K

T
O
1

Q
Q
Q

Ol

T-Flip-Flop

()
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Wir haben: Also hier 4 verschiedene Flip-Flop-Typen
Wozu brauchen wir eigentlich Flip-Flops?

Klar: Realisierung von Speicher

Was mussen wir fur den Einsatz als Speicher wissen?
Klar: Gezielte Anderung von Speicherinhalten

Also: Zustandstabellen eigentlich nicht interessant
Besser: Ansteuertabellen

Flip-Flops
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Flip-Flops

Etwas praziser

Zustandstabelle Ansteuertabelle

Eingabe = Zustand Ist-Zustand, Soll-Zustand = Eingabe
Anmerkung: Ansteuertabellen konnen ,don’t care” enthalten
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Ansteuertabelle D-Flip-Flop

Zustandstabelle Ansteuertabelle

Beobachtung: Ansteuerung D vom alten Zustand unabhangig

zuletzt geandert 30.10.2026 10:11

SOO% Chair of

Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems

~, O »r O

Wi % (] .I.' “Al - t
i L] o - i [ |
3 .I.' . / i - - a ||
1y ': ' et - ] .l:.l.' REL - ‘- { -
=) Hal, ety | B TES 1
1 m . A R RAL A%
I | i | I = b =
1 Ly | k R -1
J x 1)
By B W | , jarm— N B



Ansteuertabelle T-Flip-Flop

Zustandstabelle Ansteuertabelle

Qatt

O
O & | O
O

= = O

Beobachtung: Kenntnis des ,alten” Zustands erforderlich
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Ansteuertabelle RS-Flip-Flop

Zustandstabelle Ansteuertabelle
R S Q Qalt Qneu R S
0 O Q 0 0 « 0
O 1 i 0 1 O 1
il O 0 1 O | O
il 1 nicht erlaubt 1 1 O *
Beobachtung: Wenn Zustand nicht wechselt, gibt es Freiheit in der Ansteuerung
SOO% Chair of
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Ansteuertabelle JK-Flip-Flop

Zustandstabelle Ansteuertabelle
J K Q Qalt Qneu J
0 0 Q 0 0
0 1 O O 1 1
[f O 1 1 0 *
1 1 Q 1 1 %
Beobachtung: Immer Freiheit in der Ansteuerung
SOO% Chair of
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Unvollstandig definierte Ansteuerfunktionen

Wir haben: Fur RS-Flip-Flops und JK-Flip-Flops nur partiell definierte Ansteuerfunktionen
Ist das unguinstig?
Nein!

« Erinnerung: Minimalpolynome fur partiell definierte Funktionen

« Erinnerung: Realisierungen konnen wesentlich einfacher sein

. Erinnerung: Minimalpolynom fiir partiell definiertes f durch PI fiir f; und Uberdeckung von f,
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Huffman Schaltwerk-Modell

Ein allgemeines, formales Schaltwerkmodell

L1 > 1
L2 <9
L Schaltnetz B

Speicher

Wi

Yk

Beobachtung: Fuhrt Gelerntes Uber Schaltnetze, Flip-Flops und Automaten sinnvoll zusammen
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Etwas detaillierter

Huffman Schaltwerk-Modell

Ansteuer-
Schaltnetz

Yk

- 1
Ausgabe-
w, | Schaltnetz
Wi I
.
Speicher
JD.% Chair of R“TH
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Schaltwerk-Entwurf

Wunsch: Strukturierter Schaltwerk-Entwurf
Was konnen wir uberhaupt als Schaltwerk realisieren?
Klar: Alles, was als Automat beschrieben werden kann

Zum Beispiel
o Getranke-Automat

« Ampelsteuerung
« Waschmaschinen-Steuerung

Anmerkung: Heuristiken und Erfahrung sind wichtig
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Abschnitt 5.5

Serienaddierwerke

« Schritte beim Schaltwerk-Entwurf
« Entwurf eines Serienaddierwerks
« Simulation des Serienaddierwerks
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Schritte beim Schaltwerk-Entwurf

O. Verstehen der Aufgabe
1. Spezifikation des Verhaltens (z.B. als Mealy-Automat)
2. Wahl der Codierung von Eingaben, Zustanden, Ausgaben

3. Wertetabelle mit Eingaben, Zustand, Ausgaben, neuem Zustand
4. Wahl der Flip-Flop-Typen

5. Erganzung der Wertetabelle um die Flip-Flop-Ansteuerung
6. Entwurf passender boolescher Funktionen

/. Entwurf passender Schaltnetze
8. Entwurf vollstandiges getaktetes Schaltwerk
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Beispiel zum Schaltwerk-Entwurf

zur Einfihrung: ein ,praktisches” Beispiel
hilfreich: besonders gut verstandenes Problem
Aufgabe: Addition von zwel Betragszahlen
Erinnerung: wir haben

Verfahren Grof3e Tiefe
Schul-Methode ~ Hn ~ 2n

Carry-Look-Ahead ~ N’ ~ 2log, n

jetzt: klein und flach mit einem Schaltwerk
aber extrem langsam
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Entwurf Addierwerk: Schritt O

Schritt O: Verstehen der Aufgabe

Wunsch:
« Summanden bitweise eingeben

« Summe bitwelse erhalten

Offensichtlich: geht nur von rechts nach links
Was muss man sich merken?
. nur den aktuellen Ubertrag

. also 1 Bit
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Entwurf Addierwerk: Schritt 1

Schritt 1: Spezifikation des Verhaltens
Entscheidung: Beschreibung durch Mealy-Automat
. Eingabealphabet: > = {00,01, 10,11}
« Ausgabealphabet: A = {0, 1} (Summenbit)
. Zustandsmenge: Q = {0, 1} (Ubertragsbit)
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Entwurf Addierwerk: Schritt 2

Schritt 2: Wahl der Codierung: Eingaben, Zustanden, Ausgaben
Beobachtung: im Allgemeinen (fast) jede Freiheit
hier: kanonische Codierung naheliegend

Codierung von () Codierung von X Codierung von A
qge @ Codierung wE X Codierung wE A Codierung
O O 00 00 0 o)
1 1 01 01 | 1
1) 10
i lyi | 11

ﬂ.% Chair of Rm
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Entwurf Addierwerk: Schritt 3

Schritt 3: Wertetabelle Eingaben, Zustand, neuer Zustand, Ausgaben
naheliegend: Eingaben heil3en z, y; alter Zustand heil3t c,;; heuer Zustand heif3t c,.,; Ausgabe heildt s

Calt L Y Cheu S
0O 0 O O O
0O O 1 O 1
O 1 0 O 1
O 1 1 1 O
1 0 O 0 1
1 O 1 1 O
1 1 O 1 O
1 1 1 1 1
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Entwurf Addierwerk: Schritt 4

Schritt 4: Wahl der Flip-Flop-Typen
Entscheidung: JK-Flip-Flops
Anmerkung
« nicht viele Uberzeugende Grunde
« well es besonders viele Freitheiten erlaubt
« well der Zustandswechsel nichts nahelegt
« well es oft benutzt wird
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Entwurf Addierwerk: Schritt 5
Schritt 5: Erganzung der Wertetabelle um Flip-Flop-Ansteuerung

Cat X Y Cpeu s J K Ansteuertabelle JK-Flip-Flop

0 0O O 0 0 0 « Qat Gnew J K
0 0 1 0 1 0 = 0 0 0 =
0 1 O 0 1 0  « 0 1 1 %
0 1 1 1 0 1 % 1 0 x 1
1 0 O 0 1« 1 1 1 « 0
1 0 1 1 0 x O

1 1 O 1 0 = O

1 1 1 1 1 % 0
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Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Calt X Y Cneu S ok K
O 0 O 0O O 0 *
O 0 1 0 1 0 *
O 1 O 0O 1 0 *
O 1 1 1 O 1 *
1 0 O 0O 1 * 1
1 0 1 1 O * 0
1 1 O 1 0 = 0
1 1 1 1 1 * 0
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Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Calt X Y Cneu S ok K
O 0 O 0O O 0 *
O 0 1 0 1 0 *
O 1 O 0O 1 0 *
O 1 1 1 O 1 *
1 0 O 0O 1 * 1
1 0 1 1 O * 0
1 1 O 1 0 = 0
1 1 1 1 1 * 0

% Chair of
zuletzt geandert 30.10.2026 10:11 . Cyber-Physical

Systems

n ! ik a1 5 i
. L} T i L |
| . I.' £, § L} - - 2 ]
1y ': ' i - ] .l:.l.' L. - 5 5 -
I i | B I T
| - L T A= 1 gy o e 4 i &
1 m . A R Al
) | i | r e el b -
1 Ly | k R -1
} . T
I 1 1 R




Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Calt X Y Cneu S ok K
0 0 0 0O O 0 *
0 0 1 0 1 0 *
0 1 0 0O 1 0 *
0 1 1 1 O 1 *
1 0 0 0O 1 * 1
1 0 1 1 O * 0
1 1 0 1 0 = 0
1 1 1 1 1 * 0
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Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Calt L Y Cheu S J K
0 0 0, 0 O 0 %
0 0 1 0 1 0 %
0 1 O O 1 0 X
0 1 1 1 O 1 %
1 0 0, 0 1 ¥ 1
1 0 1 1 O * 0
1 1 0, 1 O % 0
1 1 1 1 1 X 0
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Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Calt T Y s i S J K
0 0 0 0 0O 0 %
0 0 1 0 1 0 *
0 1 0 0 1 0 *
0 1 1 1 O 1 *
1 0 0, 0 1 ¥ 1
1 0 1 1 O ¥ 0
1 1 0, 1 0 = 0
1 1 1 1 1 % 0
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Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Calt

Cheu

v

Entwurf Addierwerk: Schritt 6

J

K

0

) R =R =, 0O O O

z
0
O
1
1
0
0
1
1

Y
O
1
O
1
0
1
0
1

0

0
0
1
0
1
1
1

- O O = O = = O

0
0
0
1

k

*

o O O B
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Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Calt x Y Chéil S J K T Y

0O O O O O 0 =« 00 01 11 10
0, 0 1 O 1 O *

0 1 0 O 1 O * Cals 0

0, 1 1 1 O 1 % 1

1 0, 0 O 1 = 1

1 0 1 1 0 X 0 J(Cat, T,Y) =T Y

1 1 0 1 O X 0,

1 1 1 1 1 ¥ 0
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Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Calt T Y s i S J K
0 0 0 0 0O O %
0 0 1 0 1 O *
0 1 0 0 1 0O *
0 1 1 1 O 1 *
1 0 0, 0 1 ¥ 1
1 0 1 1 O ¥ 0
1 1 0, 1 0 = 0
1 1 1 1 1 % 0
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Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen
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Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Calt T Y Ciaii S ¥ K T Y

o o0 o0 o0 0 0 = 00 01 11 10
O 0 1 0 1 0 =«

O 1 0 0 1 0 =« _ 0

o 1 1 1 0 1 « .

1 0 0 O 1 % 1

1 0 1 1 0 X 0 J(Cat, T,Y) =T Y

1 1 0 1 0 =% 0 K(cat, T, y) =Ty

1 1 1 1 1 % 0
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Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Calt T Y s i S J K
0 0 0 0 0, O %
0 0 1 0 1 O *
0 1 0 0 1 0O *
0 1 1 1 0, 1 *
1 0 0, 0 1 ¥ 1
1 0 1 1 0 ¥ 0
1 1 0, 1 0 = 0
1 1 1 1 1 % 0

J(Calt:may) — 1Y
K(Caltamay) :EQ
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Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Calt X Y Cneu S ok K
0 0 0 0O 0 0 *
0 0 1 0 1 0 *
0 1 0 0O 1 0 *
0 1 1 1 0 1 *
1 0 0 0O 1 * 1
1 0 1 1 0 * 0
1 1 0 1 0 = O
1 1 1 1 1 * O

J(Calt:m:y) — 1Y
K(Caltamay) :EQ
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Entwurf Addierwerk: Schritt 6

Schritt 6: Entwurf passender boolescher Funktionen

Calt L Y Cheu S J K T y
6 0 0o 0 0 0 = 00 01 11 10
0 0 1 0 1 0 * :
0 1 0 0 1 0 .
Calt
0 1 1 1 0o 1 " {
1 0 O 0 1« 1
1 0 1 1 0 0 J(Catiy 85 Y) = Y
1 1 0 1 0O X 0 K(Ca”,ﬂﬂf,y) :Eg
1 1 1 1 1 % 0 S(Caits T, Y) = Cat D TD Y
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Calt

Entwurf Addierwerk: Schritt 7

Schritt 7: Entwurf passender Schaltnetze

Ty

D

J(Cait: L, y) — Y
K(caltamay) — E?

S(Ca[ta £z, 'y) =Cat DT DY
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks

b 8
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks
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Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks

zuletzt geandert 30.10.2026 10:11

@@‘:).—\__\+ Chair of
Oo—— Cyber-Physical
(P

Systems

L] o 1
L o
' I | T
AW R ) |
el . X
Rm Ny = f
- bl i = Tr A L]
| =k ¥ o | o = | - w
% | L | =Y R LR o
1 i ol T
Ly | k - o)
k |
RV B W B | . 1L Fo |



Entwurf Addierwerk: Schritt 8

Schritt 8: Entwurf des vollstandigen Schaltwerks

Beobachtung: Eingabe (0,0) im letzten Takt wichtig
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Initialisierung

Initialisierung: Eingabe (0,0)
Ziel: Loschen des Ubertrags Q... Qut  Qnew J K

e Quew = 0flr (J,K) = (0,%) oder (J,K) = (x,1) = (J,K) = (0,1) o 0 0 =«
- (J,K)=1(0,1) = (z,y) = (0,0) 0 1 1 o«
1 0 * 1
Catg x Y Cieii S J K 1 1 2 0
O O O O 0 0 =«
o 0 1 0 1 0 =«
o 1 0 0 1 0 =« ~
o 1 1 1 0 1 =« @ > 5
1 0 0 0 1 1 o ! @7
1 0 1 1 0 * 0 Y ¥
1 1 0 1 0 * O 1\ J Q
1 1 1 1 1 % 0 t J
T T
o
o /

B - Chair of an'l 1‘_i H EN
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Unser Addierwerk: Serien-Addierer

Fazit
 addiert beliebig lange Betragszahlen
« Ist sehr klein und flach
o Ist sehr leicht zu initialisieren
o Ist extrem langsam

Warum ist das Schaltwerk so langsam?
bereits bekannt: wegen der Ubertrage
Miissen Ubertrage so lange dauern?

bekannt: im Allgemeinen nicht (siehe Addierer)
aber: Bel bit-weiser Eingabe schon!
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Uber unsere Modelle

Wir wissen schon: Ubertriage werden nur manchmal lange weitergereicht.
Kann man ein Schaltwerk bauen, das nur manchmal langsam ist?
Problem: unsere Automaten konnen das zunachst nicht

Beobachtung: bel Mealy- und Moore-Automat bestimmt Lange der Eingabe die Anzahl der Rechentakte
darum Modifikation des Automatenmodells
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Uber unsere Modelle

darum Modifikation des Automatenmodells

neu: Erlaube leere Eingabe ¢ und signalisiere Ende der Rechnung durch Rechenende-Zeichen

Beobachtung: Das ist fundamental neu fur uns. Rechenzeit kann von der Eingabe abhangen (nicht nur von der
Eingabelange).

ﬂ.% Chair of Rm
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Auf dem Weg zum besseren Addierwerk

Wie wollen wir vorgehen?

Beobachtung: Eingaben mussen sofort ganz zur Verfugung stehen, sonst kann man nicht schneller sein
also: Eingabealphabet X = {0, 1}*"
Eingabe: z,, 12,2 21Z0Yn_1Yn—2 - y190 € {0, 1}
Ln—1 Lp-2 = L0
T Yn-1 Yn—2 - Yo
bekannte Idee zur Losung: Ersetze 2 und y durch " und ¥y’ mit x + y =z’ + v’ so lange, bis y" = 0 gilt.

Interpretieren als:

% Chair of
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Eine gute lIdee verallgemeinern

Erinnerung: Wir kennen das schon vom Halbaddierer...

mitx+y=2c+ s= (c0)y+ s
HA
Y C

Klar: Das funktioniert auch fur alle n Stellen parallel.

Yys T3 Ya2 T2 Yyr I Yo Ty
I I
HA HA HA HA
oy IR
C3 83 Co 59 C1 91 Co 9SO

JD.% Chair of Rm L -. Ll
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Noch offene Fragen

Was ist mit dem U?
klar: potenziell kann in jedem Takt vorne ein Uberlauf entstehen
Also bis zu n Uberliaufe speichern?

zum Gluck: nein
Wir wissen: hochstens 1 Uberlauf insgesamt

Wann ist die Rechnung fertig?
klar: Rechnung fertig, y = 0

Also: . done"d=ygVy; V--Vy,1=-— \/?:_01 Y;
jetzt: unsere ldeen zusammensetzen

O% Chair of
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Das von Neumann-Addierwerk

Das von Neumann-Addierwerk nach John von Neumann (1903-1957)
ldeen

« Schaltwerk bekommt direkt Summanden komplett
« Eingabe ¢ wird erlaubt

« Rechenende-Zeichen signalisiert Ende der Rechnung
e in jedem Takt ersetze z, y durch 2/, ¢y’ mitz +y =z’ + ¢/
« Ersetzung stellenweise mit Halbaddierern

Hoffnung: Addierwerk ist oft schnell
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Schematische Darstellung

Schematische Darstellung von Neumann-Addierwerk fur n = 3

B

9,

-
HA
-

-
HA

> U]

Y2

-

S

-
HA
<

Y1

Yo

e

\
d

Die z; und y; und U (in der Abbildung mit o bezeichnet) sind Speicher, die mit Flip-Flops realisiert werden
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Ist das Addierwerk denn jetzt wirklich schnell?

Frage: Welche Eingaben dauern lange?
1. Versuch: viele Ubertrige exemplarisch flirn = 6: 111111 + 111111
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Ist das Addierwerk denn jetzt wirklich schnell?

Frage: Welche Eingaben dauern lange?
2. Versuch: O+1, 1+0 exemplarisch furn = 6: 000000 + 111111

U
0

P T4 T3 T T T
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
Y5

Y4 Y3 Y2 )i Yo
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“worst case”-Eingabe

“worst case” Eingabe flur das von Neumann Addierwerk

U Ts T T3 T 9 T 0

W o P RWTHAACHEN
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Analyse des von Neumann-Addierwerks

Beobachtung: 111---111 + 000 --- 000 = 0 Takte: extrem schnell
Beobachtung: 111---111 + 000--- 001 = n Takte: extrem langsam
Ist das von Neumann-Addierwerk schnell oder langsam?

« Best Case: schnell (O Takte)

« Worst Case: langsam (n Takte)

O Takte: Glucklicher Zufall?

« n lakte: Seltenes Ungltck?

Was ist typisch?
« Antwort Average-Case-Analyse

« d. h. durchschnittliche Rechenzeit
« Problem: Welche Verteilung Uber die Eingaben nehmen wir an?

O% Chair of
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Average-Case-Analyse

Average-Case-Rechenzeit durchschnittliche Rechenzeit
« bei Gewichtung der Eingaben
« nach threr Wahrscheinlichkeit bel gegebener
« Wahrscheinlichkeitsverteilung tGber den Eingaben

Problem: Welche Verteilung ist angemessen?
« meist betrachtet Gleichverteilung

« Vorsicht: reale Daten fast nie gleichverteilt
« trotzdem hier Annahme Gleichverteilung

Gleichverteilung bedeutet
« alle Eingaben gleichwahrscheinlich
 an jeder Position O und 1 mit Wahrscheinlichkeit %
« alle Positionen unabhangig
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Average-Case-Analyse (ungenau!)

Start: Typische Eingabe der Lange 2n bel Gleichvertellung:
e je 50% 0- und 1-Stellen

« d.h.n/2 1-en pro Summand

Verarbeitung: nach 1 Takt ...

. Ubertrage (y): Wir erwarten 1 an y,. 1, wenn vorher 1 sowohl an z; als auch an y;, d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1/4 =
Erwarten nach 1 Takt n/4 1-enin y

. Ergebnis (z): Wir erwarten 1 in z;, wenn vorher 01 oder 10 in z;, y;, d.h. in 50% der Falle = Erwarten nach 1 Takt
weiterhinn/2 1-enin x

« = Erwarten: Anzahl 1-en in y halbiert sich je Takt (in x unverandert)

Fazit: Erwarten Rechenende nach log,(n) Takten

JD.% Chair of Rm L -. Ll

zuletzt geandert 30.10.2026 10:11 O_\—c Cyber-Physical

Systems




Moore-Automat zum von Neumann-Addierwerk

Ziel: Beschreibung eines Moore-Automaten zum von Neumann-Addierwerk zur Addition von zwel n-Bit-Zahlen
Erweiterung des Automatenmodells um e-Eingaben im folgenden Sinn

« bel Eingabe von zy wird aktuelle Rechnung unterbrochen und mit Berechnung von = + y begonnen

« bel Eingabe von € wird aktuelle Rechnung fortgesetzt

« Ausgabe ist “—" falls Rechnung noch nicht beendet

« Ausgabe Ist Summe der Eingabezahlen, wenn fertig berechnet

JD.% Chair of Rm -_ I\
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Schematische Darstellung

Schematische Darstellung von Neumann-Addierwerk fur n = 3
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